Algebran peruskurssi I, tentti 29.2.2016

Vastaa seuraavista tehtavisti NELJAAN! LASKINTA EI SAA KAYT-
TAA. Vastauksissa on oltava riittdva maéra laskuja nakyvilld, ts. ar-
vaamalla saaduista ratkaisuista ei saa pisteitd. Tentin kesto on noin 3
tuntia.

1. Laske Eukleideen algoritmilla alkion 23 kiinteisalkio ryhmassa Zj,.

2. (a) Esits todistuksetta direllisia ryhmia koskeva Lagrangen lause.

(b) Mit4 tarkoitetaan alkion kertaluvulla? Miten Lagrangen lause ja alkion kerta-
luvun kisite liittyvat toisiinsa?

(¢) Laske alkion 2 kertaluku ryhméssa Zj;.
3. (a) Tarkastellaan kahdeksan alkion syklistd ryhmdd Cs = (c) ja sen aliryhmai

H = (c*). Kirjoita aliryhmin (c*) sivuluokat ja tekijaryhmén Cg/ (c*) ryhmi-
taulu.

(b) Tarkastellaan direllistd ryhmdid G = (c), missd ord(c) = n. Osoita, ettd jos
¢™ =1, niin nlm.

4. Tarkastellaan polynomiavaruutta P; = {a+ bz + cz? | a, b, c € R} ja kuvausta
f:Ps— P, f(p(z)) = (z + 1)p'(2),

missi p'(z) on tavallinen polynomin p(z) derivaatta. Oletetaan tunnetuksi, ettd
f on lineaarikuvaus. Etsi kuvauksen f matriisi avaruuden P3 kannan {1,z,2%}
suhteen. Millainen joukko on Ker(f)? Laske dim Ker(f) ja dim Im(f).

3. (a) Olkoon G ryhmé ja f : G — G homomorfismi. Todista, ettd joukko
{¢€ G| f(a)=a}

on ryhmén G aliryhma.

(b) Tutkitaan ryhmii G = Z}, ja kuvausta f : G = G, f(z) = z2. Miksi f on
homomorfismi? Montako alkiota on aliryhmissa Ker(f) ja Im(f)?



