Matematiikan peruskurssi 2

Tentti, 19.12.2016

Tentin kesto: 3h.
Sallitut apuvilineet: kaavakokoelma ja laskin, joka ei kykene graafi-

seen/symboliseen laskentaan

Vastaa seuraavista viidesta tehtivista neljddn. Saat valita tehtivit vapaasti. Jos teet

kaikki, neljd parasta huomioidaan.

1.a) Miten médritellddn funktiot sin: R — R ja cos: R — R? Kéyté piirroksia apuna.

Osoita suoraan médritelmésti, ettd sin® x + cos?z = 1 kaikilla z € R.

b) Osoita derivaatan méiritelmén mukaan, ettd D(cosx) = —sinx.

Ratkaisu:

a)

Madritelmét: ks. monisteen sivu s. 37 alkaen taulukon (aste vs. radiaanit) jél-
keen. Téssé oli térkedd (pisteen arvoista) mainita radiaanit (ks. méadritelma 2.32.
edellisella sivulla).

cos?w + sin®x = 1: koska piste (cosz,sinz) on yksikkdympyrin kehillii, niin
ympyran yhtdlon nojalla cos?z + sin?z = 1. Myds Pyhtagoraan lause kelpaa

tahdn (sitahén kiyttdmalla johdetaan ympyran yhtalo).

Huomautus. Moni oli kiyttdnyt suorakulmaista kolmiota funktioiden maéarit-

telyyn. Tastékin sai pisteitd, muttei taysia.

Funktioiden kuvaajien hahmotelmista ei pysty nikemiin identiteettii cos® z +
sin?x = 1. (Kuvaajaa kiiytetiin siihen, ettii saadaan jokin kiisitys funktion kiyt-
taytymisestd, jotka sitten todistetaan kidyttamalla funktion algebrallisia ominai-
suuksia tai méaritelmié. Poikkeuksena suorat, jotka ova tarpeeksi yksinkertaisia,

jotta niistd voidaan paitella yksinkertaisia asioita.)

Olkoon z( € R kiinnitetty. Halutaan osoittaa, etté % sinx‘x:xo = c0s Xy, jolloin

vilte seuraa.
f(z)—f(zo0)

T—x0

Derivaatan médritelmin mukaan f'(zg) = lim, ., . Nyt f = cos, jo-

ten, kdyttamaélla kaavakokoelman kaavaa, raja-arvon laskusddntoja ja tulosta



lim,_,o *>-* = 1, saadaan
. COST — COS X . —2sin 35 sin TR0 . —sin £5%0 sin 20
lim —— = lim = lim -
T—x0 T — X T—x0 T — X T—T0 0
2
. sin = QIO . . + Zo 2 .
= — lim ——— - lim sin = —1-sin — = —ssinxy.
T—T0 3 0 T—rT0 2

n(3n+1)

2. Osoita induktiolla, ettd 2+5+8+...+(3n—1) = kaikilla luonnollisilla

luvuilla n > 1.

Viitteen vasen puoli on siis summa 2(32 —1).
i=1
(Pitaa siis oikeasti kdyttdd induktiota, niin ettd induktio-oletus tulee kdyttéon

induktioviitteen todistuksessa.)

Ratkaisu:

e Induktion ldhtokohta: Pitda todistaa, ettd viite on voimalla arvolla ng = 1.

(Koska kaava pyydetdén todistamaan kaikilla n > 1.)

vasen puoli = 321 (3i — 1) = 3.1 — 1 = 2. Oikea puoli = w =31=2

Viite on siis totta arvolla n = 1.

e Induktio-oletus: vdite on tosi arvolla n = k jollain k£ > 1: Zle(?)i —-1) = w

e Induktioviite: viiite on tosi arvolla n = k + 1: S51(3i — 1) = %;H)H)

Induktioviitteen todistus: Lahdetdidn vasemmalta puolelta liikkeelle.

k+1 k k
d @Bi-1)= [2(32' — )| +@Bk+1)—1) = [2(32' —1)| +3k+2
=1 =1 i=1

ind.ol. k(3k2+ 1) gk k(3k+1) —2|— 2(3k +2)

3k’ +k+6k+4 3K+ Tk+4

B 2 - 2 '

Pitdd vield osoittaa, ettd 3k* + Tk +4 = (k + 1)(3(k + 1) + 1). Tehddén tamé

avaamalla oikea puoli:

(k+1D)Bk+1)+1)=(k+1)(3k +4) = k(3k +4) + 1(3k + 4)
=3k>+4k +3k+4=3k*+ Tk + 4.

Siispd induktioviite on todistettu. Kaava on siis voimassa kaikilla n > 1. U
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Huomautus. Induktion 1dhtokohta on valttamatonta tarkistaal

Pitdd ymmartad mitd summa tarkoittaa. Kannattaa harjoitella muutamalla pie-
nelld n:n arvolla varmistaakseen, ettd ymmaértad mitd tapahtuu.
Induktiovaitteeseen kun sijoittaa k + 1:n, on syytd pitdd mielessd mitd ollaan oi-
keastaan todistamassa. Tamén nikee tehtivinannosta:

Viitetddn, ettd kaava Y . (3i — 1) = ”(3++1) on totta kun n = k + 1. Siispa
sijoitetaan n:n tilalle (k + 1) ja tarkistetaan (kdyttamalld induktio-oletusta).

3. Milld z:n arvoilla on voimassa
2) z+3
3r+1

31—x

c) o >9

a) Tédhén on useampi ratkaisu. Téssa esitetdén foolproof-versio kiyttamalla it-

b) logs (+*) = —5 (> 0)

d) | tan 2z| < v/37?

seisarvon ensimmaisid ominaisuuksia.

Huomataan aivan ensimmaéiseksi, ettd = # —%. Nyt

T+ 3 r+3 . r+3
>1 tail < —1.
3r+1 3r+1 3r+1
Tarkastellaan ensimmaéistd murtoepayhtaloa:
3r+1 3r+1 3r+1 3z+1
3—(3 1 2(1 —
T (3z + >>O<:>w>0.
3xr+1 3r+1

Nyt taytyy siirtyé tarkastelemaan osoittajan ja nimittdjin merkkeji. Epayh-

talo toteutuu, kun molemmat saavat ovat joko negatiivisen tai positiivisen

arvon.
1 1
X <:——§ -3 <z<l|lx>1
2(1— x) + + —
3r+1 — + +
osamaara. — + —

Niinpéd ensimméinen murtoepiyhtilo toteutuu kun —% <z <l

Toinen murtoepayhtélo: aivan samaan tapaan saadaan
T+ 3 ] Az +1)
3r+1 3z +1

Tarkastellaan jilleen osoittajan ja nimittdjan merkkeja.

<0



r<-l|-l<z<-—3|x>—3
4(x 4 1) - + +
3r+1 — — +
osamaara. + — +

Niinpé toinen murtoepayhtald toteutuu kun —1 < x < —%.

Summa summarum, vastaus: —1 < x < —% tai —% <z <l

b) Kéayttamalld logartimin laskusdéntoji saadaan

3 logz¥=ylogz 3 . 1
10g3(353):—§lg<:y>1g 310g3x:—§<é>log3x:—§

Koska eksponenttifunktio 3Y on injektio ja log; on tdmén kdédnteisfunktio,

saadaan vastaus

1 1 1 1
logat = —= <= 31983% =372 «—= =372 = —.
BT V3
¢) Sievennetddn yhtdlon vasenta puolta kiyttdmailld eksponenttifunktion las-
kusiantoja,
31—1 31—1 —x—(x— —r—(x— —2z
— — 31 3 ( 2) — 31 ( 2) — 3 2 -‘,—3'

/32214 - 355

Ottamalla puolittain kolmekantainen logaritmi (aidosti kasvava), saadaan

O, asv. 1
g-2042 o g losg ks logs(37%13) > logs 3% <= 20 +3>2 <=1 < 3

d) Kysytdin milli z:n arvoilla on voimassa |tan 2| < /3. Téssé voisi koittaa

sieventad, mutta ei ole tarvetta. Kuten aina ennenkin, piirretdan
yksikk6ympyra. Nyt tan 2z pitdd kuulua tum-

mennetulle alueelle. Huomataan, ettd kyseessa 9 V3
on erikoiskolmiot! Saadaan /
11 u
| tan 22| < V3 <= —3tnm<2x < g +nw
-3

Tassa ei tarvitse avata itseisarvoja! Edelleen
sieventamalld saadaan

7T+ <2 <7T+ 7T+ 7T< <7T+ 7T
——Fnmm <2< -+ = ——+n-<r< < +n-.
3 3 6 2 6 2

Huomautus. e Kun on saatu itseisarvot poistettua ja padsty murtoepayhtaloi-
hin, niin ei saa kertoa nimittajalla kumpaakin puolta suoraan! Voisi olla niin,
ettd nimittdja on negatiivinen, jolloin suuruusrelaatio kdéntyisi. Paras tapa on
siirtdd kaikki termit samalle puolelle, jolloin toiselle puolelle jaa 0. Tamén jal-

keen on helppo paatella milloin lauseke saa negatiivisia tai positiivisia arvoja.
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e Logaritmi on eksponenttifunktion kidanteisfunktio, ei potenssifunktion. Potens-

sifunktion kiddnteisfunktio on juurifunktio.

e Muista aina piirtdd yksikkéympyrd kun ratkaiset trigonometrisid yhtéloi-

ta/epayhtéloita. Siitd saa pisteitd, ja se voi jopa johtaa tehtdvin ratkaisuun.

e Joskus laitetaan sulkeet ympérille tan(2x), joskus ei tan2z. T&lld kuitenkin
tarkoitetaan samaa. Kun tarkoitetaan tan2 - x, niin kirjoitetaan tan(2)z tms.

Téasta ei tietysti rankaistu, laitan tarkemmin seuraavaan tenttiin.

4. Laske seuraavat raja-arvot (+oo hyviksytiin), tai ilmoita, jos ei ole olemassa.

1 3zt + 323 — 2?2 — i -1 1
a) lim b) fim oL 3T oy S D (14 )
T2 r — rz——1 T + 1 z—1 1’2 —1 z—0
a) Ensinnékin lim,_,o- ﬁ = —00, silld kun z ldhestyy lukua 2 vasemmalta, saa

nimittdja negatiivisia, itseisarvoltaan yha pienempié ja pienempia arvoja, jolloin

lauseke saa negatiivisia, itseisarvoltaan yhd suurempia ja suurempia arvoja.

Toisaalta lim,_,o+ ﬁ = 00, (samasta syystd, paitsi luvut ovat positiivisia).
Siispd raja-arvoa ei ole olemassa pisteessa 2.
b) Nyt
32+ 323 — 22—z 33z +1)—z(z+1) B+ (x+1) 90 4 1
= = = o .
x+1 r+1 xr+1
Niinpi
3 4 3 3 _ 2
lim 25 2T T Tl 308 1= 3(=1)P 4+ 1 = 2,
z——1 x+1 z——1

sin x
T

¢) Kéayttamalld tulosta lim, o =1 ja raja-arvojen laskusdantojd, saadaan

lim sin(z+1) — lim sin(z+1) — lim sin(z+1) lim 1 1. __1
ps_1 x2—1 o1 (@+1)(z—1) o1 o+l o1 T—1 —1-1 2"

d) ks. Demot V/t6.

Huomautus. e Raja-arvoksi hyviksytddn oo tai —oo, ei molempia.

e Muistetaan, ettd jos polynomilla p(z) on nollakohta x = r, niin silloin p(z) =
(x — r)q(x) jollain toisella polynomilla ¢(z). Néin ollen, jos jakokulmassa jaa
virheen takia jakojdidnnos, kannattaa aloittaa alusta ja miettid missi kohtaa

ajattelee vadrin.

e Muistetaan, etté lim,_,, % =1, jos lim,_,, f(z) = 0.



e Muistetaan, ettd lim, ,,(1 + ﬁ)f(x) = e, jos lim,,, f(x) = oo tai
lim, ,, f(z) = —oo. Toisaalta, raja-arvoa ei tarvitse olla olemassa (esim
lim,_, %) Kuitenkin, tarkastelemalla raja-arvoja kummaltakin puolen voi

raja-arvo lim,_,q(1 + - )7@ silti olla olemassa. Aina pitiii kuitenkin tar-

f(z)
kistaa toispuoleiset raja-arvot.

5.a) Olkoon f: R, — Ry, f(z) = x—\ﬁ Etsi funktion lokaaliset (paikalliset) ddriarvot.

Tutki ddriarvojen laatu. Miké on funktion suurin ja pienin arvo (kun x > 0)?

b) Laske kiiyrin 23y +2zy> = 18 pisteeseen (1,2) piirretyn tangentin kulmakerroin.

Ratkaisu: a) Ks. demot VI/7.

b) Kéytetaan implisiittistd derivointia. Muistetaan, ettd y on x:n funktio (“kun z
liikkuu, niin tekee my6s y”). Muistetaan myos tulon derivaatan kaava D(f - g) =

f'- g+ f-¢. Muistetaan myds yhdistetyn funktion derivaatan kaava D(f o g) =
f'(g(x) - g'(x). (esim. Ly* = 3y°y")

i(xgy + 2xy3) = i(18) — i(ycgy) + i(2xy3) =0

dz dx dx dx
d d
=3 y+ 2 —(y)+ 2 +22—1° =0
dx dx

= 32y + 2%y + 2y + 22 - 3%y =0
9/ (2® 4 62y?) + 322y + 24> =0
322y + 293
—y =
Y x3 + 6zy?

Nyt kun sijoitetaan x = 1 ja y = 2 saadaan derivaatan arvo pisteessé (1,2):

3-12.242-28 22
B+6-1-22 25

y'(1) = -



Matematiikan peruskurssi 2

Tentti, 19.12.2016

Tentin kesto: 3h.
Sallitut apuvilineet: kaavakokoelma ja laskin, joka ei kykene graafi-

seen/symboliseen laskentaan

Vastaa seuraavista viidesta tehtivista neljddn. Saat valita tehtivit vapaasti. Jos teet

kaikki, neljd parasta huomioidaan.

1.a) Miten médritellddn funktiot sin: R — R ja cos: R — R? Kéyté piirroksia apuna.

Osoita suoraan médritelmésti, ettd sin® x + cos?z = 1 kaikilla z € R.

b) Osoita derivaatan mairitelmén mukaan, ettd D(sinx) = cos .

Ratkaisu:

a)

Madritelmét: ks. monisteen sivu s. 37 alkaen taulukon (aste vs. radiaanit) jél-
keen. Téssé oli térkedd (pisteen arvoista) mainita radiaanit (ks. méadritelma 2.32.
edellisella sivulla).

cos?w + sin®x = 1: koska piste (cosz,sinz) on yksikkdympyrin kehillii, niin
ympyran yhtdlon nojalla cos?z + sin?z = 1. Myds Pyhtagoraan lause kelpaa

tahdn (sitahén kiyttdmalla johdetaan ympyran yhtalo).

Huomautus. Moni oli kiyttdnyt suorakulmaista kolmiota funktioiden maéarit-

telyyn. Tastékin sai pisteitd, muttei taysia.

Funktioiden kuvaajien hahmotelmista ei pysty nikemiin identiteettii cos® z +
sin?x = 1. (Kuvaajaa kiiytetiin siihen, ettii saadaan jokin kiisitys funktion kiyt-
taytymisestd, jotka sitten todistetaan kidyttamalla funktion algebrallisia ominai-
suuksia tai méaritelmié. Poikkeuksena suorat, jotka ova tarpeeksi yksinkertaisia,

jotta niistd voidaan paitella yksinkertaisia asioita.)

Olkoon xy € R kiinnitetty. Halutaan osoittaa, ettéi %Cosx‘x:xo = —sinxzo,

jolloin viite seuraa.
f(@)—f (o)

T—x0

Derivaatan mééritelmdn mukaan f'(z¢) = lim,_,, . Nyt f = sin, jo-

ten, kdyttamaélla kaavakokoelman kaavaa, raja-arvon laskusddntoja ja tulosta



lim,_,o *>-* = 1, saadaan
) sin x — sin zg . 2sin 255 cos 2HR i sin 2520 cos £HE0
im —— = lim = lim
T—TQ r — X T—T0 xr — Xo T—T0 I;IO
. osinE =R x + 270
= lim ——— - lim cos =1-cos— = cosxg.
T—T0 — 0 T—T0 2
[l
n(3n+1)

2. Osoita induktiolla, ettd 2+5+84...+(3n—1) = kaikilla luonnollisilla

luvuilla n > 1.

Viitteen vasen puoli on siis summa 2(32 —1).
i=1
(Pitaa siis oikeasti kdyttdd induktiota, niin ettd induktio-oletus tulee kdyttéon

induktioviitteen todistuksessa.)

Ratkaisu:

e Induktion ldhtokohta: Pitda todistaa, ettd viite on voimalla arvolla ng = 1.

(Koska kaava pyydetdén todistamaan kaikilla n > 1.)

vasen puoli = 321 (3i — 1) = 3.1 — 1 = 2. Oikea puoli = w =31=2

Viite on siis totta arvolla n = 1.

e Induktio-oletus: vdite on tosi arvolla n = k jollain k£ > 1: Zle(?)i —-1) = w

e Induktioviite: viiite on tosi arvolla n = k + 1: S51(3i — 1) = %;H)H)

Induktioviitteen todistus: Lahdetdidn vasemmalta puolelta liikkeelle.

k+1 k k
d @Bi-1)= [2(32' — )| +@Bk+1)—1) = [2(32' —1)| +3k+2
=1 =1 i=1

ind.ol. k(3k2+ 1) gk k(3k+1) —2|— 2(3k +2)

3k’ +k+6k+4 3K+ Tk+4

B 2 - 2 '

Pitdd vield osoittaa, ettd 3k* + Tk +4 = (k + 1)(3(k + 1) + 1). Tehddén tamé

avaamalla oikea puoli:

(k+1D)Bk+1)+1)=(k+1)(3k +4) = k(3k +4) + 1(3k + 4)
=3k>+4k +3k+4=3k*+ Tk + 4.

Siispd induktioviite on todistettu. Kaava on siis voimassa kaikilla n > 1. U
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Huomautus. Induktion 1dhtokohta on valttamatonta tarkistaal

Pitdd ymmartad mitd summa tarkoittaa. Kannattaa harjoitella muutamalla pie-

nelld n:n arvolla varmistaakseen, ettd ymmaéartad mitd tapahtuu.

Induktioviitteeseen kun sijoittaa k + 1:n, on syyti pitdd mielessd mitéd ollaan oi-

keastaan todistamassa. Taméan nikee tehtdvanannosta:

Viitetdan, ettd kaava > . (3i — 1) = w on totta kun n = k 4 1. Siispd

sijoitetaan n:mn tilalle (k + 1) ja tarkistetaan (kdyttdmalld induktio-oletusta).

3. Milld z:n arvoilla on voimassa

a)

b) log, (%) = —5 (> 0)

T+ 2
20+ 1

3727

o
W>27 d) | tan 2z| < V/37

c)

Ratkaisu: Aivan samalla tavalla kuin toisessa versiossa. Vakiot vain ovat eri. O

Huomautus. e Kun on saatu itseisarvot poistettua ja péadsty murtoepiyhtaloi-
hin, niin ei saa kertoa nimittajalla kumpaakin puolta suoraan! Voisi olla niin,
ettd nimittdja on negatiivinen, jolloin suuruusrelaatio kdantyisi. Paras tapa on
siirtdd kaikki termit samalle puolelle, jolloin toiselle puolelle jaa 0. Tamén j&l-

keen on helppo péaitella milloin lauseke saa negatiivisia tai positiivisia arvoja.

e Logaritmi on eksponenttifunktion kianteisfunktio, ei potenssifunktion. Potens-

sifunktion kadnteisfunktio on juurifunktio.

e Muista aina piirtdd yksikkdympyrd kun ratkaiset trigonometrisid yhtéloi-

ta/epayhtéloita. Siitd saa pisteitd, ja se voi jopa johtaa tehtédvin ratkaisuun.

e Joskus laitetaan sulkeet ympérille tan(2x), joskus ei tan2z. T&lld kuitenkin
tarkoitetaan samaa. Kun tarkoitetaan tan2 - x, niin kirjoitetaan tan(2)z tms.

Téasta ei tietysti rankaistu, laitan tarkemmin seuraavaan tenttiin.

4. Laske seuraavat raja-arvot (oo hyviksytddn), tai ilmoita, jos ei ole olemassa.

3t — 32° — 2? i 1
im b) lim ° rorTy c) lim sin(e + 1)
z——2 1 + z—1 x—1 z—1 g2 —1

8=

a)

d) 21?12(1)(1 + )

Menevit aivan samalla tavalla kuin toisessa versiossa, eri vakioilla vain.



Huomautus. e Raja-arvoksi hyviksytdidn +oo tai —oo, ei molempia.

e Muistetaan, etté jos polynomilla p(z) on nollakohta x = r, niin silloin p(z) =
(x — r)q(x) jollain toisella polynomilla ¢(z). Néin ollen, jos jakokulmassa jia
virheen takia jakojaidnnos, kannattaa aloittaa alusta ja miettid missi kohtaa

ajattelee vadrin.

e Muistetaan, etté lim,_,, Si“]g{g)) =1, jos lim,_,, f(z) = 0.
e Muistetaan, ettd lim, ,,(1 + ﬁ)f(’”) = e, jos lim,,, f(x) = oo tai
lim, ,, f(z) = —oo. Toisaalta, raja-arvoa ei tarvitse olla olemassa (esim

lim,_, %) Kuitenkin, tarkastelemalla raja-arvoja kummaltakin puolen voi
1

raja-arvo lim, (1 + m)f(z) silti olla olemassa. Aina pitad kuitenkin tar-

kistaa toispuoleiset raja-arvot.

1
Tutki ddriarvojen laatu. Miké on funktion suurin ja pienin arvo (kun z > 0)?

5.a) Olkoon f: R, — Ry, f(x) = % Etsi funktion lokaaliset (paikalliset) dériarvot.

b) Laske kiyrin 223y +zy> = 12 pisteeseen (1,2) piirretyn tangentin kulmakerroin.

Ratkaisu: a) Ks. demot VI/7.

b) Kéytetddn implisiittistd derivointia. Muistetaan, ettd y on x:n funktio (“kun z
liikkuu, niin tekee my6s y”). Muistetaan myos tulon derivaatan kaava D(f - g) =

f" g+ f-¢. Muistetaan my6s yhdistetyn funktion derivaatan kaava D(f o g) =
f'(g(x)) - g'(2). (esim. fy* = 3y%y".)

d 3 3y d d 3 d 3\ _
%(Qx y+xy’) = %(12) — %(2:10 y) + %(xy )=0

d d
9372y + 95 L S N
23" y+ :L‘dx(y)+y +xd$(y) 0

= 6%y + 223 + P +2-3y% =0
1/ (22% + 3xy?) + 62y + > =0
6%y + 3

—y =
4 223 + 3xy?

Nyt kun sijoitetaan x = 1 ja y = 2 saadaan derivaatan arvo pisteessé (1,2):

, 6132+ .28 20 10
y(l):_ 3 2:__:__'
2-1°+3-1-2 14 7
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