Algebran peruskurssi 11
Tentti (kesto 3h), 27.4.2020

Etétentissd saa kiayttda apuna luentomonistetta, luentomuistiinpanoja ja luentokalvoja seké
demotehtévid ja niiden ratkaisuja. Myos (graafisen ja symbolisen) laskimen kiytto on sallittua.
Tentti tulee kuitenkin tehdé itsendisesti ja ilman internetin apua. Kiinnitd ratkaisuissasi
erityistd huomiota perusteluihin; pelkistd oikeista vastauksista / tuloksista ei saa tdysida pisteita.

1. Méaritelldan symmetrisessa ryhméssa Sy permutaatio
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(a) Esitd permutaatio a syklimuodossa. (2 pistetté)
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(b) Maéritd permutaation « kertaluku. (2 pistetta)

(c) Maéritd permutaation « merkki ja selvitd, kuuluuko se alternoivaan ryhméan Ag. (2
pistetti)

(d) Etsi permutaation « kidénteisalkio. (2 pistetti)

2. Kéytetddn luonnollisten lukujen joukosta merkintad N = {0, 1,2,...}. Tarkastellaan ratio-
naalilukujen renkaassa Q (tavallisen yhteen- ja kertolaskun suhteen) osajoukkoa

S:{% ]an,neN}.
(a) Osoita, ettd S on renkaan Q alirengas. (6 pistettd)
(b) Selvitd, mitkd ovat renkaan S yksikot. (2 pistetta)

3. Vastaa lyhyesti seuraaviin kohtiin.

(a) Tutki, onko kuvaus f : Zj2 — Z12, f(z) = bz, rengashomomorfismi, missé Zjo on siis
tuttu jadnnosluokkarengas tavanomaisten yhteen- ja kertolaskujen suhteen. (2 pistet-
ta)

(b) Totea, etté Z43 on kunta. Sievenné kunnassa Z,3 lauseke
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(c) Laskuharjoitusten perusteella tiedetdén, ettd aarellisessé kunnassa on p™ alkiota, mis-
sé p on alkuluku ja n on positiivinen kokonaisluku. Oletetaan annetuksi alkuluku ¢ ja
positiivinen kokonaisluku m. Kerro paapiirteittdin, miten voit konstruoida aarellisen
kunnan, jossa on ¢ alkiota. (Muutaman rivin vastaus riittdd.) (3 pistettd)

4. Olkoot R kommutatiivinen rengas ja I sen aito ihanne.
(a) Osoita, ettd kommutatiivisen renkaan R ihanteella I on kaikilla a,b € R voimassa
abel = aecltaibel,

jos ja vain jos tekijarengas R/I on kokonaisalue.

(b) Osoita, ettd kommutatiivisen renkaan R maksimaalinen ihanne toteuttaa aina edelli-
sen kohdan ehdon.



